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Bestimmte Integrale. 
Von Leopold Theisinger in Stockerau. 
In dieser Untersuchung werden mittelst unendlicher Reihen 
und (lurch Umkehrang der Integrationsordnung in gewissen zwei- 
maligen Integralen solehe bestimmte Integrale ausgewertet, die sich 
einerseits durch die ftir die Wahrseheinlichkeitsreehnung wichtige 
sogenannte Krampsche Transzendente 
O(3 
L(x) ~ / e-~dz 
x 
und die mit ihr in nahem Zusammenhange stehenden, in der 
mathematischen Physik ~fters auftretenden Fresnelschen Funktionen 
oo oo  
C (x) = / cos (z') d z, S(x) = f sin (z')d z 
,~ 
a~ x 
ausdrticken lassen und anderseits diese genannten Funktionen in 
den Integranden enthalten. Anschlie~end aran wird eine Integral- 
relation abgeleitet~ mittelst weleher zwei Integraldarstellungen der 
Zylinderfunktionen J~ und j1 (x) entwiekelt werden, und deren 
weitere Anwendung in der Ausreehnung zweier bestimmter Integrale 
besteht~ deren eines sieh dureh elementare Funktionen darstellen 
li~l~t und eine zur Besselschen Zylinderfunktion verwandte Tran- 
szendente unter dem Integra|zeichen beSitzt. Sodann gelangen durch 
Zuhilfenahme yon unendlichen Reihen noch zwei bestimmte Integrale 
zur Auswertung~ welche die Funktion J~ in ihren Integranden 
enthalten und auf die Fresnelschen Funktionen zurtickftihrbar sind. 
Zunitchst folgt aus der ftir jeden Wert yon z geltenden Dar- 
stellung der Krampschen Transzendente 
1 r 2 s z2S+ i 
L (z )~-2  - l / ; -e -~ ' '~  1.3.K~:(-~s~- 1) ' 
3~0 
(i) 
wenn z ~ ax gesetzt~ mit xe ~x~dx : ~- -  x ~ multipliziert and 
nach x zwischen den Grenzen 0 and 1 integriert wird: 
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1 
; xe.:~L(ax)dx 
[ 1/1 - -x~ 
0 
oo  
=2~/~i  xe '~dx  ,~ 2sa ~s§ ix2s-t-2dx 
(2) 
Das erste hier reehts stehende Integral kann umgeformt werden in: 
e .~ fe-o~dz~_e .~ e- .~dz  _ e-o.~dz ~___----e~/~ e.~Z(a). 
0 I0  1 
Weiterhin ist 
1 
.! 1 / l _ _x  ~ - -  ~ " -2~(s__~. 1) ! 
0 
sodal~ nach Einsetzung dieser Integralwerte in die Gleichung (2) 
dieselbe tibergeht in: 
1 oo q .2s+l  xe"~L(ax)dx "z e"" 1/~e~L(a) 
2 
8~0 
Hieraus folgt durch Multiplikation mit e -~  und der Substitution 
x "--sin r mit Beachtung der Relation 
e a~- I  ~ ~2s+ 
9 ~ "~ (S§  1)! 
8~0 
die Integralibrmel : 
xl 
2 
.fe-o, oos,~ L (~ sin q~) sin ~ d ~ - -  - -  
0 
:e  -~  1 /~L(~)  
4~ 2~ 
(i) 
Dieselbe wird sieh bei der nun folgenden Auswertung des Integrals 
sin sin 
={  co- i 
als ntttzlieh erweisen. Zunachst liefert eine Differentiation ach 
dem Parameter a: 
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dw(~)  2 _ C~2 COS2 ~ . . 2 fe _L(usm_~)sm~pdr ~ f s in~pd~ 
0 0 
Daraus folgt ohneweiters 
dw(~) 2~w(~)= 
2 
=-  2~fe-o'oo~'~L(~ sin ~) sin Td~ - - -  
0 
77 _ _  
und durch Anwendung der Formel (I) auf das reehts stehende 
Integral : 
77 - -  
dw(~)da 2~w(~)- -~2 (3) 
Die allgemeine Ltisung dieser linearen Differentialgleichung ist: 
o ; } 
w(:c )=e "~ C--~ V-2 e- : 'd~-~- V77 e-~L(a)d~ . (4) 
0 0 
Betreffs der Integrationskonstante C bemerke man, dal~ einerseits 
aus der Definitionsgleichung der Funktion w (a) 
2 
1 V~ fl s in~d~ " 7:]/= 
w (o) = ~ . !1@ c~s'z ~ --  8 
0 
uncl anderseits aus (4) w(o)= C folgt, demzufolge also C den 
771/~ 
Wert ~ besitzt. Ftir die in (4) vorkommenden I tegrale be- 
stehen die Gleiehungen 
_ .V~ 
0 0 
a a 
j e -"~L(~)d~=--  fL(~)d[L(~)]= 
o 5 
L(~) [=--~--~ 1 ~ ~ 1 L(~)~,  
2 
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Durch Einsetzung dieser Werte in (4) und die Substitution cos r = t 
gelangt man zur Integralformel: 
1 
f e-~t~L(~]/1--t'~)dtlL~ t~ :21 ]/~e~{]/~L(a]/:~)__L(~)~}. (II) 
0 
Sowohl diese als aueh die Formel (I) gelten, wie aus illren Her- 
leitungen zu ersehen ist, far jeden Wert yon ~.. Daher geht aus (II), 
wenn dort ~ mit a eg- vertauseht wird, die Gleiehung 
L (a eT]/1 - - t  e) [cos (a~t 2) - - i  sin (ae t'~)] dt 
l -@t  '~ 
0 
1 - -  ~ i  z i  
= ~- 1/u [eos (~) ~- i sin (q2] []/~ L (~ ]/7 ev)  - -  L (~ eT) 3] 
hervor~ aus der sieh dureh Trennung des Reellen und Imaginaren~ 
was mittelst der bekannten Relation 
e , L(xeT).~- C(x) iS(x) (5) 
zu geschehen ha% die naehstehenden Formeln ergeben. 
1 
f C(~ 1/1 - -  t 2) cos (set s) - -  S(~ ]/1 - -  t '~ sin (a~t ~) dt = 
1 +t  ~ 
0 
- -  ~ [C(a ]/2) cos (a ~) -[- S(a ]/2) sin (a2)] n L (III) 
1 
f C(a 1/1 - -  t' sin (~' t ~) -[- S (a ]/-i- - -  t ' )  cos (e.2 t~) d t ~--- 
1--pt ~ 
0 
: -2  [S(a ]/2) cos (~) - -  C(~ ]/2) sin (~)] (IV) 
i 1/~ [S(~)'--C(.)'j cos (~--- .') -- ]/~ C(.)S(.)sin (~--- a'). 
2 
Dieselben gelten nattirlieh ebenfalls far jedes a. Eine geeignete 
Kombination d ieser Formeln liefert Integral% doren Integrande 
selbst bestimmte Integrale sind~ so dal~ man dureh Vertauschung 
der Integrationsordnung in diesen zweimaligen Integralen zu neuen 
Formeln geftthrt wird. Aus der Partialbrachzerlegung 
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a ~ x  ~-2a  ~ ( ~/~ - ~' 
folgt ni~mlieh 
• 
.! a ~-~-x ~ - -2a  ~ ~J / ~ 
welche Gleichung vermSge der Formel ~) 
tibergeht in 
03 a~5~  
9J 4 
c,o 
fo e-a'x~ d x 
03 (t ~ X~ 
fe - ,~dx  
J x2~-~  -~-V---~-e"~L(~) 
0 
- -  - -~ i  ~ i  xei - -g i  
--i~/~{e-7-e~o.~iL(a~eT)__eTe-~',,~iL(a~ze~-)}. 
2a a 
Durch Anwendung der Relation (5) und der aus ihr dureh Ver- 
tauschung yon i nfit ~ i sich ergebenden 
e~ = c(x )+  s(x) (5,) 
auf die rechte Seite der letzten Gleichung verwandelt sieh dieselbe in 
~. e - .~dx  
~'~- {S(a ~) cos (a'~ ~) - -  C(a~) sin (a~ ~)}, (6) 
0 
woraus durch Differentiation ach ~ folgt: 
x2e-~x~dx 1/~{S(aa) sin (a~ ~) -~- C(au) cos (a~a2)}. (6') ~ - -~ 
0 
Vecmiige dieser zwei Formeln ksnnen die linken Seiten der aus 
(III) und (IV) sich ergebenden Gleiehungen 
1 
f .C(,~ ] / ] - - -  {~ eo~ [,P (1 - -  t'2)] -4- S(~ ]/1 - -  t ~) sin [~ (l - -  t~)] dt 
1 --~-- t~ 
0 
= 2 [C(~ 1/2) cos (2 c~) ~-- S(~ 1/2) sin (2 ~.2)] _[_ 
/ ~ ~\ 
~) N i e 1 s e n : Theorie des Integrallogarithmus, p. 19. 
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f C(~ V I  - -  t "~) sin [~ (1 -- t~)] - -  S (o~ ]/1 - -  t") cos [od (1 - -  t~)] d t 1-~-t ~ 
0 
=2 [C(o~1/2) sin (2~ ~) - -  8(o~]/-2) cos (2 od)] -~- 
._}_ ~_1 -i/~ [S(~)~__ C(~)~] cos (4__  2ot~) _.[ - 1/~ C(oO S(oO sin (~- - -  2o~ ) 
ersetzt werden durch 
:V~. 1_]_ t~ .! a~._~ x~ und -~o o l+t  '~ J ~z~-+-x ~ 
0 
oder auch, wenn die Integrationsordnung vertauscht wird~ was hier 
jedenfalls gestattet ist, durch die zweimaligen Integrale: 
fx~e -~ dx [e~t~dt __~3 e -~dt  e~t~dt 
V;~' ~ j l+t~ reap.-VT- ~ ~+~~o l+t~" (7) 
~ e~t~dt 
Ffir das Integral J~-  j 1 -~- t ~ findet man mtthelos die Differential- 
0 
gleiehung 
1 
d J  j'e~t~dt~ dx ~- 2x J - -  2x 
0 
deren LSsung ist: 
-~- 2 xe ~ e~t'dt dx 9 
Nun hat man aber 
1 x 
x f ex~t'dt= f ez:dz 
6 o 
und daher 
1 2 fxe  ~ e~t~dt 
[0 J 
dx=2 f e ~ e*'dz dx -~ 
o [o J 
=2 e*'dz d e~dz --~ e*~dz -= x 2 e~t~dt 9 
o I.o . t-o -J L~ J 0 ,0  J 
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Da aber zufolge der Definitionsgleiehung der Funktion L(x )  die 
Gleiehung 
1 
1 1/;] x ~fex~dt=i [L (x i ) - - - f  
o 
besteh% so ist also endlich 
[ " 1 2 jxe  ~ e~'t~dt dx~- - - [L (x i ) - -~-  u . 
o 
Bertieksiehtigt man weiter~ dal~ die Funktion J ftir x----~--0 den 
Weft ~-annimmt~ demzufolge sich aueh fiir die Integrations- 
konstante C dieser Wert ergibt, so folgt mithin das endgiltige 
Resultat : 
1 -~- t 2 - -  (8) 
Neben der Funktion L (z) verwendet N i e 1 s e n in seinem ,Hand- 
buch der Zylinderfunktionen" auch eine mit K(z)  bezeiehnete 
Funktion~ die mit L(z )  durch die einfache Relation 
K(z)-~-L(z) 
zusammenh~tngt. Dureh Einftihrung dieser Funktion treten aueh 
hier Vereinfachungen ein. Die Formel (8) erh~tlt dadurch die 
Gestalt : 
~ e~t~ d-~ t ~ -~ [ Y } / _ - -  e - -  K (x i )  ~ . (8') 
o 
Dureh Einsetzung dieses Wertes in die zweimaligen Integrale (7) 
findet man 
~--- ~ [C(~ V-2) cos (2 ~z ~) + S (~ V2) sin (2 ~z~)] --}- 
1 1/;[S(~)2_ C(a)u] sin (4 - -  2~) -  V ;  C(~)S(~)cos (4 - -2~)  
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I fe  -~ dx  ~3 fe-2~'-[K(xi ) ]~dx 
7~ 
- -  ~ [C(~ ]/2) sin (2~ ~) - -  S(r ]/2) cos (2 ~2)] 3. 
3. 24/= [s(~y- c(~)~1 
woraus mit Bentitzung yon (6) und (6') nach vorausgegangener 
Substitution( ~ x) naehstehende Integralformeln resultieren: 
a% st 
7t  ~ e -~"~t~ [K'(~ i t)] ~ d t __ 
0 
_ - -=1/~ [~(~1/~) ~os (2 ~ ~) 3- s(~ ~ 1/~) ~n (2 ~ ~)] - -  
4a 
~a[S(a~)~ C(aa)~]s in (4__2a~)3  . (V) 
a ~ 3. t ~ 
= ~ 1/~- [c (a ~ 1/~) sin (2 a~ ~)  - -  S(a ~ V~) cos (2 a~ ~)] 3 .  
4a a 
(: ) = C(a~)S(a~)s in  -~- -2a~a ~" a>O.  3. j  
Aus der zweiten dieser Formeln folgt durch Differentiation aeh 
~. f te -  K (~t )dt  - -4~ t~e-2~t~[K(ait ) ]~dt co ~t~ 9 
.o ,~ + t~ F z~ ~of j ; - - c~ + t = 
__ = V~ a [C (a a l /2)  cos (2 a ~ ~)  3 .  S (a ~tl/2) sin (2 a ~ ~) ]  
3. -2-~ [8(a a)~ -- C(aa)~]s in (4 - -2a~a2 ) - -  
- -  4 r C ( a ~ ) S (a cO c~ (-4 2a~)  
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und wenn ftir das erste Integral ihr Wert aus V eingesetzt und 
( t ,  ~ ,  a )  
hierauf die Substitution I/x, ]/~, ]/a angewendet wird: 
c { 
a 
COS 
~o e-"XK(iY~x---)dx 
a~ -~- x2 ~--- (VII) 
Auf analoge Weise geht aus (V) die Formel 
co[ - - l ( t / -~- ' )~ ~>0 (VIII) ' 
hervor. Als Ausgangspunkt der weiteren Untersuchungen kann 
die Reihenentwicklung 
1 aretang (~ sin ~0) = (]/1 @ ~,2 __ 1) sin ~ @ 
2 
4.1  - - - -  sin 3 ~-+-.- .  (9) 
o 
angesehen werden, die dureh Addition der bekannten Reihen 
aretang (1 P sin ~@-~os q)]/= p sin ~ - -  ~ sin 2p--~- -~- sin 3 q0P3 . . . .  
p<l  
aretang (.1 -p-sin -~ - /=  p sin q0 +~ sin 2q0@ o3 -- ?eos~ / . -~sin 3~ Q- --- 
un4 der nachherigen Substitution 2p --~t entsteht. Dieselbe 
1- -p  ~ 
gilt ffir alle reellen ~Verte yon ~r und ~ und aul~erdem ist die 
Reihe bei konstant angenommenen a hinsichtlich der Variablen 
in jedem beliebigen Intervall gleiehmal~ig konvergent. Daher folgt 
unmittelbar aus (9), wenu a mit ! vertauseht wird 
X 
;aretang (--~ sin ~ ) sin (2 m -~- l ~ )d c~ = 2 mr'-~ l (1/ ~ "~ -~x~ -- x ) 7 +~ 
o 
wobei unter m' eine nattirliehe Zahl mit Einschlu~ der Null zu 
verstehen ist. Eine Multiplikation mit sin x dx und Integration 
naeh x zwischen den Grenzen 0 und oc liefert: 
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oo ~:. , 
fsinxdxfaretang(--xSinc~)sin((2m- [- 1) r162 - -  
0 0 
--2m--~-ldo \ ~ / 
Wird aber im zweimaligen Integral die Integrationsordnung ver- 
tauscht, was hier zweifellos erlaubt ist und die nachherige Inte- 
gration mittelst der allgemeinen Formel 
f aretang sin x d x ~--- ~- 
ausgeftihrt~ so gelangt man zu: 
xl 
0 
CO ~ \2m--~l  
- -  2m~2~1~\  . f (  V~+x-~ X) sinxdx, 
woraus mit Bentitzung der dureh partielle Integration sich ergebenden 
Gleiehung 
o - . ) s inxdx~ 
0 YV- ] -  x~ 
und der Substitution x ~ a eotang ~o folgt: 
2 f cos (~ eotang T)(tang .2m-~1 ~ . 
S i l l  ~ 
0 0 
Eine Multiplikation der ebenfalls ftir alle x und r giltigen Reihen- 
entwieklung 
1 
__ (e~i~__  e- -~n~) COS (X OOS ~) = 
2 
gg X 3 X 5 . 
= ~ sin T - -  ~ sin 3 r -J- ~ sm 5 ~ . . . .  
~Ionaf~h. fttr Ma~hem*~tik u. Physik. XXIV. Jahrg. 22 
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mit e-nX~i"q~dr und Integration naeh T yon 0 bis -~- ergibt 
2 
2 f (ex~in~--e-XSi.~) e-nXsi.~ cos (x cos c~) d T :~ 
0 
2 
=2,  -OsT~. 
s~O 0 
was vermtige der Formel (10) aueh so geschrieben werden kann 
2 
~-/  (e-O~-l)xsln~--e-(n+ l)zsln~) eos (x cos c~) d T .~ 
0 
~t 
cos (nxcotg~) tg dr o 
g~O 
x~ 
f cos (nx cotang r ( - -  1)  8 X 2$AF1 " \28-1f-1 
---~ s~n q0 (2 s --~ 1) ! tang d ~ 
0 s~O 
~- cos (n x cotang qo) sin tang d ~p 
f 
.[ sin ~o 
Aus dieser Relation ergeben sieh, wenn far n der Reihe nach die 
Zahlen 1, 3, 5 , . . .  (2} - -  1) gesetzt werden, die Gleiehungen 
~g 7~ 
2 2 
f ~o~ (x cos , )d ,  - / e -~x~-~ co~ (x cos ~)~, = 
0 
-ff cos (x cotang :p) sin tang d 
= 2 f sin qo 
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zv zv 
2 2 
f e-2xsin~cos(xcos~)dT-- f e-4Xsin~cos(xcos~)d~ 
0 0 
~cos(3xcotang~)sin(xtang-~)d~ 
~--- 2 ( sin 
5 
2 2 
f e -(2~-~)xsin~ cos(xcosT) dT-- f e -~kxsin~ cos (x cos ~a) dr ~--- 
0 0 
( ~- cos [(2k - -  1) x eotang ~] sin x tang -2- 
= 2 f sin r 
0 
durch deren Addition man erhiilt: 
~-~ z~ 
2 2 
f fe--gkxsinq~g~176 "~ cos (x cos ~) d ~ - - .  
0 0 
~- sin x tang 
= 2 f ; cos [(2 s ~-  1) x cotang r d ~. sm ~ 
0 S~0 
(11) 
Mit Rticksichtnahme auf die beiden Formeln 
2 k- -1  
cos (x cos ~) d~ ~ J~ ~cos[(2s@l)n]-- 2 sinn 
O s~O 
gewinnt man aus (11) die in der Einleitung angekfindigte Integral- 
darstellung der Zylinderfunktion J~ 
2 
0 
(x Y sin (2 k x eotang ~) sin tang d q~ 
-~ f sin ~ sin (x eotang ~) ' (IX) 
0 
22* 
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Far die analoge Darstellung der Funktion J~ (x) ist die Relation 
2 2 
f cos (a eotang ~) (tang \2,,~ 
- sins r ' ff~| 9 ' J (12) 
o o 
erforderlich~ die aus (10)folgt, indem dort an Stelle yon m~ m- -1  
gesetzt und die dadurch entstehende Gleiehung zu (10) addiert 
wird. Mittelst (12) und der f'tir alle reellen Werte yon x und 
geltenden Reihenentwieklung 
1 . x~in e--Xsin~o) ) -  (e ~ - -  sin (x cos T) 
2 3 X 4 X 6 
~--- ~. sin 2 r - -  ~ sin 4 ~ @ -6-!. sin 6 ~ . . . . .  
gelangt man zur Formel 
f [e--(n--1) xsin~o __ e-(n+~)~i"~] sin (x cos r cos ~ d q~ 
0 
~ cos (nx  cotang ~) sin s tang dcp 
f (13) 4 sin s qo 
0 
aus der, wenn wieder ftir n die Werte 1, 3, 5 ; . . .  2k - -1  gesetzt 
und die sieh ergebenclen Gleichungen a4diert werden, die nach- 
stehende lntegraldarstellung resultiert: 
2 
dl(x) = je-~k~i'~ sin (x cos ~) cos ~d~ + 
0 
Y sin (2 k x eotang q~) sin s ~- tang d qo 
; + 
2 j  sin 2 r sin (x eotang r (x) 
0 
Erwahnenswert diirften noch die aus (IX) und (X) entfliegenden 
Formeln sein 
(x tang ~2) v sin (2 k x eotang ~) sin ~ d qo f 
2-  jo (x) ----- lira [ sin (~p) sin (x cotang r (Xl) 
~=cr  o 
V sin (2kx  eotang r sin s -2- tang) -  d.~ 
9 7:, 
) -  J1 (x) =. lira f (XII) 
k=~ g sin s q: sin (x cotang ~) 
2 
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in denen beim GrenzLibergang lim k = or die nattirlichen Zahlen 
zn verwenden sind. Endlich mag aueh darauf hingewiesen sein~ 
dal3 die in (IX) und (X) vorkommenden I tegrale 
2 2 
f e-2k~iI'~eos(xcosr d~ und f e--~k~in~sin(xeos~)eoscpd~r 
0 0 
leicht in Reihen entwickelt werden kSnnen, die naeh Zylinder- 
funktionen yon x fortschreiten. 
Als zweite Anwendung der Relation (10) sollen noch zwei 
bestimmte Integrale ausgewerter werden. Dureh gliedweise Inte- 
gration der Reihe 
7:__  1 s inT~_  1 1 4 1 ~-s in3?-~-~-sin5r162 0<~r  (14) 
zwisehen den Grenzen 0 und ~- erhalt man links ~-  und rechts 
die Reihe 
7~ 2 
welehe bekanntlich ebenfalls gegen den Grenzwert ~ konvergiert. 
Dadureh ist also direkt naehgewiesen~ dag in (14) die gliedweise 
Integration vorgenommen werden darf. Einem bekannten Satze 
zns hat man daher 
i 
2 03  2 
0 ~=o 2s+ lfe-"~in~sin( (2s@ 1)r162162 
0 
was mit Riieksieht auf (10) in der Form 
- -  m 
2 ~ 2 / . ,2 ,+1 
T = j "e-~si'~d r162 =• 2s -+- 11  f cos (~ eotang ~0)s{n~ /tang ~-) d~ 
0 S~0 0 
geschrieben werden kann. Eine einfaehe Uberlegung l~igt erkennen, 
dal3 aueh hier das Snmmenzeiehen mit dem Integralzeiehen ver- 
tauscht werden darf, wodureh die letzte Gleiehung tibergeht in: 
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~ ( ~/~s+l 
~- T ) ~ tang--~-] 
f f cos (a eotang ~o 
4 , sin ~ 2 s -j- 1 
0 0 8~0 
~d~ ~- cos (o~ tang' ?) I tang ~- 
= cos 
0 
Nit Bentttzung der Identitat 
e -asinq~ = COS (~i sin r -J- i sin (~i sin q~) 
und der f~r alle Werte yon 2 geltenden Formeln 
2 2 
f cos (zs in~)d~=~-d  (z), ,! sin (z sin ~) d~o -2-~2~ 
"0 o 
wo fl~ eine Funktion bedeutet~ tiber welehe im ttandbueh der 
Zylinderfunktionen yon N i e 1 s e n ausf~ihrliehes zu finden ist, gelangt 
man also zur Integralformel 
2 
/~os ~ o~t~~  +~t=~ + ~ = --(~/~/~o~ ~ + ~o~ ~/ , ~xI~i~ 
0 
die giltig ist f~r alle positiven Werte von ~ ,nit Einsehlul3 der Null. 
Wird in derselben a -~ x sin ~ gesetzt, mit sin ~ d ~. multipliziert und 
naeh q~ yon 0 bis-f f  integriert~ so erhidt man: 
2 2 
f s in  ,d,5 /cos  (x sin ~tang ~)/tal lg-~ d~ ~--- 
+ COS 
0 0 
/i + =__(~- )~ J~ [ f~~ sin~d,}. (15) 
Das zweimalige Integral kann zerlegt werden in die Summe 
sin ~ d ~. cos (x sin ~ tang ~) ! tang d ~ @ 
o ; cos ~o 
2 2 
_[_ f sin + d + f e~ (x sin q~ tang ~) l tang 2 cl:~, 
' ' cos qo 
o s 
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7~ 
wo S eine beliebige zwisehen 0 und -~- befindliehe Zahl bedeutet. 
Im zweiten Integral daft wegen der Endlichkeit der Integrations- 
grenzen nnd der Stetigkeit der Funktion 
sin r cos (x sin q~ tang ~) l tang -~ : cos q0 
schlug der Grenzen die Integrationsordnung vertauseht werden~ 
wodurch die obige Summe tibergeht in: 
2 8 
f sined* fe~ cos  
0 o 
-~/  ~-~ o~ e~ (x sin r tang r sin t~ d G 
Fernerhin hat man verm~ge des ersten Mittelwertsatzes 
S 
f cos (x sin r tang ~)/tang~- dr = 
cos qo 
0 
S 
cos (x sin r tang S) fltang-~dr .---- , 
cos  S . cos  
0 
cos (x sin r tang S) R (S), 
wobei ~' eine Zahl zwischen 0 und S ist und die unbekannte 
Fnnktion R (S) sieher bei lim S = 0 gegen Null konvergiert. Alles 
dieses zusammengefal~t~ ergibt somit die Gleiehung 
2 2 
f sin ~dr f cos (x sin t~ tang ~)/tang ~- dqo = 
5 o cos r 
2 
= B (S_) f Cos (x sin ~ tan G S) sin ~ d * @ 
cos  S o J 
 ltangr 
cos (x sin ~ tang ~) sin r d r 
+.  cos  
S 0 
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woraus durch den Grenziibergang lim S~ 0 folgt: 
av 
2 2 
o 0 
yg 
2 2 
~- f ltang-~d~ /'eos(xsin,tang~)sinCd*, 
o 5 
Naehdem nun naehgewiesen ist~ dal~ im zweimaligen Integral der 
Gleiehung (15) die Integrationsordnung vertauseht werden darf~ 
ergibt sieh naeh Ausftthrung der Integrationen aeh ~ mittelst der 
allgemeinen Formeln 1) 
2 
cos (z sin +) sin ~, d +, = _~ Q 1 (z), 
0 
2 
jo (z sin 4) sin ~,d ~ = -~- d ~ -~- J~ , 
~- 2 sin 2 
f~o  (z sin ~) sin r d + - -  
0 
die Gleichung : 
2 
fQl(xtangr l(tang~)d~_ 
. cos r 
0 ~[7: j_1 1 2 xi } 
~-~ "-/2-- {2- ~ (-~) J~ (-~) "-~- x sin~ (--2 -) 
Dureh Anwendung der Formeln "~) 
2 1 2 
J -~  (z) - -  =z  =z  cos z~ J~ (z) = -- sin z 
auf die roehte Seito derselben findet man: 
~f~l(xtangcP)l(tang_~)d~ ~ (1 - -e -~ i 
,1 cos ~ = ~ ~ 
0 
x>O.  (XIV) 
1) N ie l sen :  Handbuch der Zyllnderfunktionen~ p. 61~ 63~ 65. 
2) N ie l sen :  Handbuch der Zylinderfunktionen~ p. 7. 
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Mittelst der beiden Reihenentwicklungen 
( 1) 1 ~ (- -1)~r 2s+y (2~) ~ 
J~ 9) c~ (r162 sin~ 9) ~'-~ - -~o [(2 s)!]~ (sin ~~ ~ 
oo  
jo  (a sin '~ ~) sin (~ sin s q~) V~-~ =o [(2 s -~- 1) []'~ (sin ~)~+1, 
welche spezielle Falle einer allgemeinen Form el von S c h 5 n h o I z e r 1) 
sind, gewinnt man mit Rttcksichtnahme auf die Relationen 
c (x) 
die beiden Gleichungen 
x~ 
fj o(e sin ~ qo) cos (e sin s 9) sin 9d9 m~ 
"A 
und F(x@23_)]/-s 
=- 2~+ixC(x)  
2 
( - -  1)~ (4s - -  1) !~z~ [(sin 9)4~+~ d% 
~--=~=o 22~-~(2s-- 1)! [(2s)!] ~ o 
f jo(e sin ~ 9) sin (e sin 9' 9) sin 9 d~ = 
0 
oo  2 
( - -1 )~(4s@1)!~2~+ 1 r : 4s a 
~-~ 22s+~(2s-@ 1)! [(2s-~- 1)!]~ oJ (stag) + rig' 
S~0 
die nach Substitution der Integralwerte 
g 
2 ~ (2 s) ! 
f(s in 9)~+ 1 a9 = 1 .3 .5 . . (4s4-1)  
0 
~v 
2 
( 2~+ 1 (2 s + 1) ! 
(s ing)4~+adg~ 1.3.5.  (4s@3)  
o 
a) N i e I s e n : Handbuch  der Zylinderfunktionen, p. 20.  
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tibergehen in: 
fjo (~ sin e 9~ ) co s (~ sin 2 9) sin 9 d ~ = "~ ( -  1)s (2 e)2~ 
o ,=o (2s)! (4s -~- 1) 
CO ( _  1)8 (~ ~)2 8.jp 1 
jo (:r sin ~ qr sin (a sin ~ q~) sin r d qo = 2 (2s :-~--1)! ~ 3)" 
0 S~0 
(16) 
Aus den in der Einleitung erw~thnten Definitionsgleichungen der 
Fresnelschen Fanktionen folgt ohneweiters 
- -  OO 1 ~/r, (-- 1)Sx4S+ 1 
c (x) = ~- - -T - - '~  (~s)! (4~ + 1)' 
S~0 
11/_~ - oo (__ i) .  x,iS+ 3 
s (x) = T - (2s-@ 1)[ (4s-~- 8) 
8~0 
und hieraus, wenn x ~ ] /2~ gesetzt wird: 
O(3 
1 F~-  c (1 /~)  ~; (--1)s(2~) ~
i T s (1 /~)  ~ (-- 1)~ (2~)~+ ~
Darch Vergleichung dieser and der Formetn (16) ergeben sich, 
wenn dann in den beiden letzteren sin ~-----l/x gesetzt wird, die 
Integrale : 
1 f jO(~x) cos (~x) dx 
l / i - - -  x O 
1 f jo (ex) sin (ex) dx 
V i - z 
=E ~- -  ~-c(VV~) (xv)  
I~l>o- 
